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1. Введение
Настоящая статья посвящена исследованию сходимости произведения рядов. Занумеруем
каким-либо образом множество пар (𝑚,𝑛) натуральных чисел, т.е. каждой паре (𝑚,𝑛) по-
ставим в соответствие её номер 𝑘 и обозначим эту пару через (𝑚(𝑘), 𝑛(𝑘)). Пусть даны два
числовых ряда
∑︀
𝑚
𝑎𝑚 и
∑︀
𝑛
𝑏𝑛. Тогда ряд
∑︀
𝑘
ℎ𝑘, ℎ𝑘 = 𝑎𝑚(𝑘)𝑏𝑛(𝑘), называют их произведением,
отвечающим данной нумерации. Общеизвестно, что если оба ряда
∑︀
𝑚
𝑎𝑚 и
∑︀
𝑛
𝑏𝑛 абсолютно
сходятся, то ряд
∑︀
𝑘
ℎ𝑘 также абсолютно сходится и его сумма равна произведению сумм ря-
дов
∑︀
𝑚
𝑎𝑚 и
∑︀
𝑛
𝑏𝑛. Это утверждение допускает различные обобщения. В частности имеет место
теорема Мертенса.
Теорема М. Пусть ряд
∞∑︀
𝑚=0
𝑎𝑚 сходится абсолютно и его сумма равна 𝐴, а ряд
∞∑︀
𝑛=0
𝑏𝑛
сходится условно к сумме 𝐵. Тогда формальное произведение этих рядов
∞∑︁
𝑘=0
ℎ𝑘, ℎ𝑘 =
𝑘∑︁
𝑙=0
𝑎𝑙𝑏𝑘−𝑙,
сходится к 𝐴𝐵.
2. Произведение рядов и интеграл от арифметических функций
Рассмотрим два числовых ряда
∞∑︀
𝑚=1
𝑎𝑚 и
∞∑︀
𝑛=1
𝑏𝑛. Определим их произведение следующим
образом:
∞∑︁
𝑘=1
ℎ𝑘, ℎ𝑘 =
∑︁
𝑑|𝑘
𝑎𝑑𝑏𝑘/𝑑.
Следуя Н.В.Бугаеву арифметическую функцию ℎ𝑘 будем называть дискретным интегралом.
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть ряд
∞∑︀
𝑚=1
𝑎𝑚 сходится абсолютно и его сумма равна 𝐴, а ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑏𝑛
сходится условно к сумме 𝐵. Тогда произведение этих рядов сходится к числу 𝐴𝐵.
Доказательство. Рассмотрим частичную сумму 𝐻𝑛 =
∑︀
𝑘≤𝑛
ℎ𝑘 ряда
∑︀
𝑘
ℎ𝑘. Пусть для любого
натурального 𝑛 и вещественного 𝑥 > 1 определены функции
𝛼𝑛 =
∑︁
𝑚>𝑛
𝑎𝑚, 𝛽𝑥 =
∑︁
𝑚>𝑥
𝑏𝑚.
Тогда, преобразуя 𝐻𝑛, получим
𝐻𝑛 =
∑︁
𝑘≤𝑛
ℎ𝑘 =
∑︁
𝑘≤𝑛
∑︁
𝑑|𝑘
𝑎𝑑𝑏𝑘/𝑑 =
=
∑︁
𝑑≤𝑛
𝑎𝑑
∑︁
𝑘≤𝑛
𝑘≡0 (mod 𝑑)
𝑏𝑘/𝑑 =
∑︁
𝑑≤𝑛
𝑎𝑑
∑︁
𝑚≤𝑛/𝑑
𝑏𝑚 =
=
∑︁
𝑑≤𝑛
𝑎𝑑(𝐵 − 𝛽𝑛/𝑑) = 𝐴𝐵 −𝐵𝛼𝑛 −
∑︁
𝑑≤𝑛
𝑎𝑑𝛽𝑛/𝑑.
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Таким образом, находим
𝐴𝐵 = 𝐻𝑛 + 𝑅𝑛, 𝑅𝑛 = 𝑅
′
𝑛 + 𝑅
′′
𝑛, 𝑅
′
𝑛 = 𝐵𝛼𝑛, 𝑅
′′
𝑛 =
∑︁
𝑑≤𝑛
𝑎𝑑𝛽𝑛/𝑑.
Так как при 𝑛→∞ имеем 𝛼𝑛 → 0, то 𝑅′𝑛 → 0 при 𝑛→∞.
Оценим
|𝑅′′𝑛| ≤
𝑛∑︁
𝑑=1
|𝑎𝑑| · |𝛽𝑛/𝑑| = Σ1 + Σ2,
где
Σ1 =
∑︁
𝑑≤√𝑛
|𝑎𝑑| · |𝛽𝑛/𝑑|, Σ2 =
∑︁
√
𝑛<𝑑≤𝑛
|𝑎𝑑| · |𝛽𝑛/𝑑|.
Из сходимости ряда
∑︀
𝑚
𝑏𝑚 имеем, что для любого 𝜀 > 0 и для любого натурального 𝑑 ≤
√
𝑛
найдётся номер 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) такой, что для всех 𝑛 > 𝑛0 справедливо неравенство |𝛽𝑛/𝑑| < 𝜀.
Кроме того, из абсолютной сходимости ряда
∑︀
𝑛
𝑎𝑛 получим, что
∑︀
𝑛 |𝑎𝑛| = 𝐴′. Следовательно,
|Σ1| ≤
∑︁
𝑑≤√𝑛
|𝑎𝑑| · |𝛽𝑛/𝑑| < 𝐴′𝜀.
Далее, при
√
𝑛 < 𝑑 ≤ 𝑛 из сходимости ряда ∑︀
𝑚
𝑏𝑚 найдётся 𝐶 > 0 такое, что |𝛽𝑛/𝑑| ≤ 𝐶.
Наконец, из критерия Коши существует 𝑛1 = 𝑛1(𝜀) такое, что для всех 𝑛 > 𝑛1 имеем∑︁
√
𝑛<𝑑≤𝑛
|𝑎𝑑| < 𝜀.
Следовательно, |Σ2| < 𝐶𝜀. Отсюда получим, что 𝐻𝑛 → 𝐴𝐵. Теорема доказана.
3. Ряды, содержащие арифметические функции
Приведём примеры, иллюстрирующие доказанную теорему.
1. Пусть
𝜌0(𝑡) =
1
𝜋
∞∑︁
𝑚=1
sin 2𝜋𝑚𝑡
𝑚
=
{︂
0, 5− {𝑡}, если 𝑡 /∈ Z,
0, если 𝑡 ∈ Z,
и пусть ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑎𝑛
𝑛 = 𝐴, абсолютно сходится. Тогда ряд
∞∑︁
𝑘=1
𝐴𝑘
𝑘
, 𝐴𝑘 = 𝐴𝑘(𝑡) =
∑︁
𝑑|𝑘
𝑎𝑑 sin
(︂
2𝜋
𝑘
𝑑
𝑡
)︂
,
сходится к функции 𝜋𝐴𝜌0(𝑡).
В частности, ряд
∞∑︁
𝑘=1
𝐴𝑘
𝑘
, 𝐴𝑘 =
∑︁
𝑑|𝑘
1
𝑑
sin
(︂
𝜋𝑘
2𝑑
)︂
,
равен 𝜋3/24 = 𝜋𝜁(2)𝜌0(1/4).
2. Пусть
ln (2 sin𝜋𝑡) = −
∞∑︁
𝑚=1
cos (2𝜋𝑚𝑡)
𝑚
,
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и пусть 𝐴 сумма абсолютно сходящегося сходящегося ряда из примера 1. Тогда ряд
∞∑︁
𝑘=1
𝐵𝑘
𝑘
, 𝐵𝑘 = 𝐵𝑘(𝑡) =
∑︁
𝑑|𝑘
𝑎𝑑 cos
(︂
2𝜋
𝑘
𝑑
𝑡
)︂
,
сходится к функции 𝐴 ln (2 sin𝜋𝑡).
4. Заключение
Поводом для написания этой статьи послужила, с одной стороны, теорема Мертенса о
формальном произведении абсолютно и условно сходящихся рядов (см., например, [2], с.358,
теорема 23), а с другой стороны, формальное тождество вида [1]
∞∑︁
𝑛=1
𝑎𝑛
𝑛
𝜌0(𝑛𝜃) =
1
𝜋
∞∑︁
𝑛=1
𝐴𝑛
𝑛
sin (2𝜋𝑛𝜃),
где
𝐴𝑛 =
∑︁
𝑑|𝑛
𝑎𝑑.
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